



Stress Analysis of Multi-layered Systems
Compressed by a Rigid Body









Stress Analysis ofν1ulti -layered Systems 
Compressed by a Rigid Body 
Kenichi Matsuoka and Sumio Nomac記事
Abstract 
The stress problems of multi-layered systems compressed by a rigid body are solved by combining the 
solution of an infini te cas巴andthe arbitrary functions， by which the difference between the infinite case and 
the multi-layered c丘semay be canceled， so as to satisfy th巴conditionof surface displacement 
Th巴 numericalcalculations were carried out for th巴 caseof two layed systems of which the surface 
displacem巴ntvarys linearly in one direction for r < a. Th巴 resultsshow that the stresses and the dis 
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。1)( お )=~inhf(c-z L， Q(2)(お)=豆虫色， φ(リ(伝 )=~oshf(c-z) ， φ{吋お)=旦生皇
inh fc ，"''' N I sinh fc' '1- ¥'，-"_ I - sinh tc ，'1-' ， ，-._I -sinh fc 
φ(k)(伝)=伝φ(k)(お)-fcQ(吋お)φ(k)(tC)，ψ(k)(お)=fZQ(k)(伝)-fcφ(幻(fz)φ(k)(fc) 
式 (4)- (6)は明らかにF→∞とすれば，半無限弾性体の一般解となり，m=Oとすれば
軸対称変形を表わす。 y， 8， Dは式(7)- (9)に示すように境界の応力および変位で与えら
れる積分定数で，境界条件を満足するように決定する。なお， μ，λはは Lameの弾性定数で，
Jm (~r) は m 次の第 1種 Bessel関数である。
2. 2 応力成分の一般式
応力成分の一般式は，式(1) -(6)から Hookeの法則を用いて求められる。今，ペ a
z方向の直応力を σ円似のそれぞれの面に作用するせん断応力を τ附 r白 ，Tzγ とすれば，これら
の値は，
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U 作I)Z~O= Ui)Z~Ci' (19) Vi+l)Z=O== Vi)Z=Ci， 
Wi+1)Z~O 二 Wi)Z~C" (21) σz・叶山~O 二 σ:Z.i)Z=C け
Tzr・削 )z~o=Tzr';)Z~Ci' (23) τz 
となる。式 (21)，(23)， (24)から
Di，;II= Di"，.zこ Di i+l γ"'.1 =γ"'.2=γz S品l=Ofn.2= Oi， 
式 (19)，(20)は，式(1)， (2)， (4)， (5)から
A i"，+.~)z~o こ A i"， .Z)Z~Ci， 
または
Bi;込)zニo= Bfn.Z)Z~Ci ， 
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Oo = 0。ゆえに α。=ふ =0となり，式 (29)から全ての βは零となる。従ってこの場合の未
知数は，Di (iニ 0， 1， 2，…， n-1)，αi(i=l， 2， 3，…， n -1)となり，これを
式 (27)，(28)および，表面における境界条件と (n-1 )における境界条件より求める。
表面においては，表面に作用する直応力を ρ(r・θ) とすれば
σ'Z.l) z=o =ρ(r，8) 
-Nl(O). Do-Nl(O)D1 -Ul(O)α1=; (∞rπrp(r，8)]m(fr) cos m8drd8. f )0 )0 (30) 
また，n-1境界では，この種の問題の性格上半無限体上に多層体があるものとして，n層は
Cn =∞として取扱う，このときの境界条件は，
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σz・I)Z=O=ρ(r，8)=φ。(r，8)+φ1( r，8) ， (33) 
ωI)Z=Oニω。(r，8)+w(r，θ) (34) 
φl(r，8)=ρ( r，8)ー φ。(r，8)， 
1 .. !ーl=~~・~ Si( r) cosm8 
J[ m n-1 
(35) 








( 1 [ρi(logr-logri-1) -ρトllogr-logri)]， ri-1< rくれ
Ilogri-logri-1 Si(r)=r~"'" .~"" ，- ，m= 0 
L 0 ， r< rト1，ri<r 
とおし従ってこのとき式 (30)の右辺は
: rt¥ρ(r， 8)]m(ケ)cosm8drd8二:ctπ仲山 8)cω m8drd8 f)0)0 'y" V'J""~' ， ~~V ".V~ ， ~V ~ JO JO 
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11~_.. i例 ogri(め)一払logri-l-]I(い)+肋i)-]0(~ri-1)} (36) I~\~'Llogri-logrト 1 l 
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式 (27)，(28)， (30)， (31)， (32)，および (36)から Di，αtをφ。およびρi(iニ1， 2， 3， 
…，l-1 )を含む形で求めることができるが，Do(=D1m 己)は表面変位の有限Fourier-Hankel
変換値であるので次の条件を満足しなければならない。
均10'"DoUm( ~r )d!同 (37) 
式 (37)は，Yi (iニ 1， 2， 3，…， l -1 )の各点で成立しなければならないから，この条
件より，仮定した接触応力ムを求めることが出来る。ここで得られる解は，厳密な意味での連
(84) 





軸対称変形 (mニ 0)と非軸対称変形 (m= 1)の合成と
なるが，計算はこのうち非軸対称成分についてだけ行った。
すなわち接触面のz方向変位は
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図-4 表面変位
O 豆r 三五 α 
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積分定数を Eとρzで求め，式 (37) を満足するようにρzを定める。
数値計算の結果を図-5-9に示す。計算に用いた数値は，n= 2すなわち 2層体で表層厚を
a，基層厚は無限大，表層と基層の弾性係数をそれぞれEl= E2 = E; Elニ 0.1E， E2 = E ; 
El = E， E2 =0.1 Eの3種でポアソン比は全て 0.25とし，Wの最大値も全ての場合でεとし


















































につれて最大の σγ を与える断面が fニ aから
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図 6 σzのr方[I1Jの分布 (α) 
-0(2 
"，0 
1 II. ，~ 
EI =0 1E 
;h702 l川H E~ 唱 EJ)哩 C之 5
{}.ユ O
O，S- ! 0 20 :.ラ 020 
一一一一一九
図 6 (b) 
(86) 
剛体で圧縮された多層弾性体の 3次元応力解析 619 
るようである。この傾向は El/Ezの値に無関係
に皆同じである。 σγ とのとを比較すると，いず
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図-8 Tz.のr方向の分布 ( a ) 図-9 τuの rJj(iiJの分布 (a) 
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